Maths Expertes Groupes 1&2 Corrigé du DS sur les matrices Décembre 2024

Exercice I
1. Aatrois lignes et trois colonnes, B a 3 lignes et deux colonnes, enfin C a trois lignes et une colonne
(c’est un vecteur colonne a trois lignes).
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2. Par exemple :( )
Py 1
3. Latrace de Aestégaleal+1+1=3.
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Exercice IV

0) Non car -1<0: elle n'a pas tous ses coefficients positifs ou nuls.
_ (0,5 0,5 (1 0 . .
1) B= (0,6 0’4) et I2= (0 1) sont des matrices stochastiques.
2) Cestfaux: en appelant B la matrice précédente, et C= I2, ces deux matrices sont stochastiques
1,5 05

06 1 4) n’est pas stochastique car 1,5 +0,5 =2 et

d’apres la question 1), pour autant : B+C = (

2#1.



02 08
3) K= (0,3 0,7)'
a) det(K)=0,2 X 0,7 — 0,3 X 0,8 = 0,14 — 0,24 = —0,1.

Or, -0,1#0, donc det(K) # 0, et par suite K est une matrice inversible.
11 07 -08y_ 1,07 -08\_ 07 -08y_ (-7 8
b) K =25 (Cos 02)=mnlo03 02)="10(C03 02)=(5 2)
c) C'estfaux comme en témoigne pour contre exemple la matrice K précédente :
K~ !n’estpas stochastique car certains de ses coefficients sont strictement négatifs.

4)

P11 P12).

)P = (P21 D22

=) Supposons que P est une matrice stochastique : alors tous ses coefficients sont positifs ou nuls, et :

P11 + P12 = letp,q + py, = 1. En notant X:G),on a:PX= (Zi Z;z) (1) = (Zi 15;2) = G) = X

<) Soit P une matrice carrée d’ordre 2 dont tous les coefficients sont positifs ou nuls et telle que PX=X, ou
(1
X_(1)'

En posant P = (pll P12

D21 D22

P11 t P12

o ) et I'égalité PX=X s'écrit :
21 22

), on a bien en faisant le produit PX = (

(P11 + P12)

P21+ P22 - (1),dOI‘IC équivautadireque : p;; +p1z =letpy; +pu1 = 1
1

1
Vu que tous les coefficients de P sont positifs ou nuls, on a P stochastique.
Ainsi en raisonnant par double implication, on a bien prouvé I'équivalence souhaitée.

b) Soient L et M deux matrices stochastiques d’ordre 2.

e Tous les coefficients de L et M sont positifs ou nuls, et avec la regle du produit matriciel, comme
des produits et sommes de nombres tous positifs ou nuls sont positifs ou nuls, tous les
coefficients de LM sont positifs ou nuls.

1
1

on a: LX=X et MX=X. Par suite, LMX=L(MX)=LX=X, et d’apres la question précédente (sens
indirect), on a bien que LM est une matrice stochastique d’ordre 2.

e D’apres la question précédente (sens direct) : avec X = ( ), vu que L et M sont stochastiques,




