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Chapitre 2                                    Nombres complexes : point de vue algébrique. 

ᵉ

ᵉ
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A-L’ensemble des nombres complexes. 

 

•  ℝ ⊂ ℂ.
• i  i²

• z  :  z  = a  + ib  z  = a  + bi a

b  nombres réels

• 

Exemples 

i i   ;       ;    i   ;    
7

3
 + i   ;   √2 − 

1

7
 i   
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Définition et vocabulaire 

z

 z = a + ib a b forme algébrique de z

l’écriture algébrique de z 

 Le réel a partie réelle de z a = Re(z). z 

 Le réel b partie imaginaire de z b = Im(z). z 

 a =Re(z) z est imaginaire pur.  

 b=Im(z) = 0, z est réel.  

Remarque partie réelle partie imaginaire sont des nombres réels. 

Exemples 

z = 2 + 5i. i z Re(z) = Im(z)

z = 2 – i. Re(z) Im(z).

z Re(z) Im(z).

z = – 8i

B-Règles de calcul avec les nombres complexes 

z z’

   

𝑧 = 𝑧′    ⟺      {
Re(z) = Re(z′)

Im(z) = Im(z′)
 

 z= a+ ib a b i𝜋
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Exercice 1 

 

1) ( i − i

 

2) i  

 

3) i − − i

 

4) i  i   

 

5) − i − i)   
 

6) − i  i  

 

7) i   

 

8) − i   

9) (−
1

2
+ 𝑖

√3

2
)

2

 

10)  (−
1

2
+ 𝑖

√3

2
)

3

= 

 

z i, z’ i

 a) z iz’ b) zz’ c) z’².

z z²

n in

 

 z  z’ : 

a) « Re(z+z’) = Re(z) + Re(z’)  et Im(z +z’) = Im(z) + Im(z’) ».    

b) « Re(zz’) = Re(z)×Re(z’) ». 

c) « Si k est un nombre réel, alors Im(kz) = k Im(z) ». 



Remarque :

 

i  

JAMAIS d’inégalités avec les nombres complexes !!!
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C- Conjugué d’un nombre complexe et applications 

 

Définition : Soit z a + ib a b

z 𝑧̅ 𝑧̅

  𝑧̅ z

Exemples :

 

z1 = 2 + 3i         ;    z2 = 1– 4i      ;   z3 = 5i      ;    z4 = 2 

 

2) z 𝑧̅̅ 

Propriété utilisant le conjugué 

Soit z un nombre complexe. 

 

1) z est réel si et seulement si ………………………………….. 

 

2) z est imaginaire pur si et seulement si …………………….. 

 

3) Si z = a + ib avec a et b réels, alors z z̅

En particulier, le produit 𝒛 × �̅� est toujours un nombre …………….. 

Preuve 



Exercice 2  

z z² 𝑧̅



D – Division dans  

a) 

z z z’  zz’

1

𝑧
z

Exemple z i
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b) Division dans  

Définition z1 z2 z2

z1 z2
𝑧1

𝑧2

𝑧1

𝑧2
= 𝑧1 ×

1

𝑧2

Exemples et technique importante  

z  
2−i

3+4i
 

Technique à retenir   
𝑧1

𝑧2

Exercice 3

 
1−𝑖

2𝑖

1+𝑖

1−𝑖

   : a) 2z + 3 – i = iz + 5 ; b)  
z+i

z−i
  = 3i   ;  c)  

iz

z−i
 =  z. 

d) 𝑧̅ = 1 − 4𝑖 e) z2 + z z ̅ = 2  

 {
2𝑧 + 𝑧′ = 3

𝑖𝑧 + (1 − 𝑖)𝑧′ = −1

   z3 z



E)  Conjugué et opérations algébriques  

Propriétés  

 z, z1  z2  n ≥ 1 : 

z1 + z2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ =            z1 × z2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =              𝑧𝑛̅̅ ̅ =          Si z  0, (
1

z
)

̅̅ ̅̅
=     Si z2  0, (

z1

z2
)

̅̅ ̅̅ ̅
=       

     

Preuve : 



Exemple 

 

a) i i  b) i i  ;    c) z = (1 + 2i)3    ;  d) z =
1

2−3i
     ;   e)  z =

2−4i

3+5i
. 

   



6 
 
Exercice 4 

z  i
𝑧+𝑖

𝑧−𝑖

z



Exercice 5 

z = x +iy x y f(z)  

f(z)= iz² + z 

a)  f(z)  x  y. 

b) z f(z)

c) z f(z)

b)  



Exercice 6 

 f : f(z) = z2 + 2z + 9. 

a) − 𝑖√3  f. 

b) z = x + iy x y f(z). 

c) f 



Exercice 7 

 n,  z = (1 + 𝑖)𝑛 + (1 − 𝑖)𝑛 



Exercice 8 

1) , 𝑅𝑒(
z1

z2
) ≠

Re(z1)

Re(z2)
. 

2) z1  z2  Re (
z1

z2
) =

Re(z1)

Re(z2)
. 



F- Equations du second degré dans  à coefficients réels 

Exemple 

 

a) x b) x c x
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Propriété importante 



(E)  az² + bz + c a, b c a z 

b² 4ac

E deux solutions réelles distinctes  

z1 z2

E une unique solution réel z

E dans  , deux solutions complexes conjuguées 

z1 z2

 

 

 



Remarque   

E

la nécessité impérieuse de préciser dans quel ensemble de nombres on résout une équation !

Démonstration 

 

𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 𝑎 (𝑧2 +
𝑏

𝑎
𝑧 +

𝑐

𝑎
) = 𝑎 [(𝑧 +

𝑏

2𝑎
)

2

−
𝑏2

4𝑎2
+

𝑐

𝑎
] = 𝑎 [(𝑧 +

𝑏

2𝑎
)

2

+
−𝑏2 + 4𝑎𝑐

4𝑎2
] = 𝑎 [(𝑧 +

𝑏

2𝑎
)

2

−
𝑏2 − 4𝑎𝑐

4𝑎2
] 

 

𝐴𝑖𝑛𝑠𝑖, 𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0     ⟺    𝑎 [(𝑧 +
𝑏

2𝑎
)

2

−
𝑏2 − 4𝑎𝑐

4𝑎2
] = 0   ⟺    (𝑧 +

𝑏

2𝑎
)

2

−
𝑏2 − 4𝑎𝑐

4𝑎2
= 0   𝑐𝑎𝑟 𝑎 ≠ 0. 
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Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐  

𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0     ⟺       (𝑧 +
𝑏

2𝑎
)

2

−
𝛥

4𝑎2
= 0 

 

𝑆𝑖 Δ > 0, (𝑧 +
𝑏

2𝑎
)

2

−
𝛥

4𝑎2
= 0      ⟺     (𝑧 +

𝑏

2𝑎
)

2

− (
√𝛥

2𝑎
)

2

= 0     ⟺  (𝑧 +
𝑏

2𝑎
−

√𝛥

2𝑎
) (𝑧 +

𝑏

2𝑎
+

√𝛥

2𝑎
) = 0  

                    ⟺  (𝑧 −
−𝑏 + √𝛥

2𝑎
) (𝑧 −

−𝑏 − √𝛥

2𝑎
) = 0 ⟺  𝑧 −

−𝑏 + √𝛥

2𝑎
= 0   𝑜𝑢   𝑧 −

−𝑏 − √𝛥

2𝑎
= 0       

                    ⟺    𝑧 =
−𝑏 + √𝛥

2𝑎
   𝑜𝑢   𝑧 =

−𝑏 − √𝛥

2𝑎
 

 

Donc, si Δ > 0, l’équation   𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0 admet deux solutions réelles distinctes :                                                                                           

z1 = 
−𝑏+√𝛥

2𝑎
 et z2 = 

−𝑏−√𝛥

2𝑎
 

 

𝑆𝑖 Δ = 0, (𝑧 +
𝑏

2𝑎
)

2

−
Δ

4𝑎2
= 0      ⟺     (𝑧 +

𝑏

2𝑎
)

2

= 0     ⟺  𝑧 +
𝑏

2𝑎
= 0   ⟺  𝑧 = −

𝑏

2𝑎
 

 

Donc, si Δ = 0, l’équation   𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0 admet une unique solution réelle : z0 = − 
𝑏

2𝑎
 

 

𝑆𝑖 Δ < 0, (𝑧 +
𝑏

2𝑎
)

2

−
𝛥

4𝑎2
= 0      ⟺   (𝑧 +

𝑏

2𝑎
)

2

−
𝑖2|𝛥|

4𝑎2
= 0      ⟺   (𝑧 +

𝑏

2𝑎
)

2

− (
𝑖√|𝛥|

2𝑎
)

2

= 0      

                   ⟺  (𝑧 +
𝑏

2𝑎
−

𝑖√|𝛥|

2𝑎
) (𝑧 +

𝑏

2𝑎
+

𝑖√|𝛥|

2𝑎
) = 0          ⟺  (𝑧 −

−𝑏 + 𝑖√|𝛥|

2𝑎
) (𝑧 −

−𝑏 − 𝑖√|𝛥|

2𝑎
) = 0  

                   ⟺  𝑧 −
−𝑏 + 𝑖√|𝛥|

2𝑎
= 0   𝑜𝑢   𝑧 −

−𝑏 − 𝑖√|𝛥|

2𝑎
= 0    ⟺    𝑧 =

−𝑏 + 𝑖√|𝛥|

2𝑎
   𝑜𝑢   𝑧 =

−𝑏 − 𝑖√|𝛥|

2𝑎
 

 

Donc, si Δ < 0, l’équation   𝑎𝑧2 + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0 admet deux solutions complexes, non réelles, 

distinctes et conjuguées :  

z1 = 
−𝑏+𝑖√|𝛥|

2𝑎
 et z2 = 𝑧1̅ = 

−𝑏−𝑖√|𝛥|

2𝑎
 

Remarque  Δ < 0, 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 |∆| = −∆  :
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Exemples  

 

a) b) -

c)

d) z²= 5 –  4i.             e) z 4  –  2z²–  8  = 0.  

Remarque  

∆≠ 0  a b c

 

 

Exercice 9 
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Appendice : une construction rigoureuse de l’ensemble 
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