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Exercice IV

a)

Moo= A e \‘lmelrr, Mapq = 2l #4

Mo, < LUots, de< @<,zx4+4 =[]

= 2W, +4 | p @: 24311 :

b) Il semblerait, que pour tout entier naturel n, u, = 2"*1 — 1.
¢) n est entier naturel, et &(n) désigne la propriété : u, = 2" — 1.

Etape d’initialisation: Pourn = 0,uo = 1 et 2! =1 = 2 — 1 = 1, donc £(0) est vraie.

Etape d’hérédité : Soit n un entier naturel arbitrairement fixé.

Supposons que pour cet entier 1a, P(n) soit vraie, c’est-a-dire que:  u, = 2" —1
B ——
hypothese de récurrence

Montrons alors que P(n+1) est vraie, c’est-a-dire prouvons que : u,;; = 2" — 1.
But

Or d’aprés la définition de la suite, u.+1 = 2u, + 1, et d’aprés I’hypothése de récurrence, u,, = 2™ — 1,
de sorte que : wn1 = 22" —1) + 1 = 2"2 -2 41 =221,
Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion : Initialisée et héréditaire a tout ordre, la propriété P(n) est vraie pour tout entier naturel,
c’est-a-dire que pour tout entier naturel n, u,, = 2"t — 1.

Exercice V

1. Auboutde 30 min, 10% de 1 mg ont disparu: il en reste donc 0,9 mg et on donne alors
0,25 mg supplémentaires : on a donc u, = 1,15.

2. Si u, est la quantité de médicament présente au bout de n périodes de 30 min, a la
(n + 1)¢ période 10 % auront disparu; il en restera donc 0,9u,, et on donne alors 0,25
mg de médicament supplémentaire; on a donc u,4 = 0,9u, +0,25.

3. a. InitialisationPour n=0.0na uy =1 et u; = 1,15 soit 1y < u; < 5:I'encadrement

est réalisé au rang 0.
Hérédité : Soit n € N et supposons que U, < U, <5.
Alors en multipliant par 0,9 : 0,9u, < 0,9u,,, < 0,9 x5 et en ajoutant 0,25 a

chaque membre: 0,9u,+0,25 < 0,9u,,4+1+0,25 < 0,9%5+0,25, s0it U,+] < Ups2 <
4,75 <5.

Onadonc: u,) < u,.2 <5:1'encadrement est vrai au rang (n + 1).

L'encadrement est vrai au rang 0 et s'il est vrai au rang n, il 'est aussiaurang n+1:
d’apres le principe de récurrence : pour tout entier naturel n, u, < u,., <5.



4. a. Recopier et compléter le script écrit en langage Python suivant de maniere a dé-
terminer au bout de combien de périodes de trente minutes le médicament com-
mence a étre réellement efficace.

def efficace():
u=1

n=0
while u < 1.8
u=0.9%u+0.25
n = n+l
return n

b. Le script renvoie n = 8,car ug = 1,854 > 1,8.
Le médicament est réellement efficace apres 4 heures.

5. a. Onadoncv,;1=2,5-uUpy) < Ups1=2,5-V,41=0,9u,+0,25.
Orv,=2,5-u, < u,=2,5-uv,;'égalité précédente devient donc:
2,5-0,41=0,9(2,5-v,)+0,25 < 2,5-v,4+1=2,25-0,9v,+0,25 < v,y =
0,9v, : cette égalité montre que la suite (v,) est une suite géométrique de raison
0,9 de premier terme vy =2,5-uy=2,5-1=1,5.

b. On sait que quel que soit neN, , v, = v x0,9", soit v, =1,5x0,9", d’ou puisque
Un=2,5-Up:
Quel que soit neN, u, =2,5-1,5x0,9".

c. Non vu que pour tout entier naturel n, u, <2,5: en effet, 1,5 >0, et 0,9" >0, donc -1,5x0,9" <0, et
par suite: 2,5 - 1,6x0,9" < 2,5, bref u, <2,5 <3: la quantité de médicament dans le sang sera
toujours strictement inférieure a 2,5 mg de produit, donc ne dépassera jamais les 3 mg : le produit ne
sera donc pas toxique et ne présente aucun risque pour le patient.
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