Terminale Maths Groupe 1 Corrigé du DM10 Mars 2025
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o2 Posons : u(x) = e+ 1, donc u’(x) =e.

fest de la forme : =

Donc les primitives de f sont les fonctions F définies sur R par :

F(x) = ln(|U(X)|)+k =In(e*+2) +k, carici, e+1 >0 pour tout réel x, par positivité des
valeurs prises par la fonction exponentielle sur R (ou keR).

Enfin, traduisons la condition F(0) =1 : In(e’+2) + kK =1, donc k = 1-In(3).

Par suite, pour tout réel x, on a : F(x) = In(e*+2) + 1-In(3).
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e)(
Ainsi pour tout x, k(x) = 2+ )
e’ +4

b) Donc une primitive sur R de k est définie par
K(x) = 2x+ In(e” + 4).
'ensemble des primitives sur R de la fonction k est

doncconstituédesfonctions x — 2x+ In(e* + 4) + C
définies sur R ou C est une constante réelle.

K est une primitive sur R de k. Donc il existe une
constante réelle C telle que pour tout réel x,
K(x) = 2x+ In(e* + 4) + C.

Or K(0) = 0, ainsi In(5) + C = 0 soit C = —In(5).
Donc la primitive sur R de k qui vérifie K(0) = 0 est
définie par K(x) = 2x+ In(e” + 4) — In(5).
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b) Une primitive sur R de f est définie par

F(x) = —2[%;2 - eX] — —3x 4 2e".

42b)

b) Une primitive sur ]0;+ oo| de f est définie par
F(x) = _2 + 4x.
x



X3 a) On pose u(x) = ¥ —2x+ 4, alors

u'(x) =2x—2.
Ainsi, pour tout réel x, f(x) = Eu"(x 3(x).
Donc une primitive sur R de f est définie par
1 T 34 1 4
F(x) = —x ——u3t(x) = — (& —2x+ 4)%.
(1) =3 x 51Ut = o )
b) On pose u(x) = e’* +1, alors u'(x) = 3e>*

Ainsi, pour tout réel x, g(x) = gu’(x *(x).

Donc une primitive sur R de g est définie par

G(X)=l>( ! u*t(x) = —(eax 1)°.

3 4+1 15

$EE] Une primitive sur ]1;+ oo de f est définie par
G@j=%ﬁz+2x—HMX—D.

'ensemble des primitives sur |1;+ oo[ de la fonc-
tion f est donc constitué des fonctions
X+ %Xz + 2x—2In(x— 1)+ C définies sur |1;+ oo|

ou C est une constante réelle.

F est une primitive sur |1; + oo de fdonc il existe une
constante réelle C telle que pour tout réel x>1,

F@j=%@2+2x—2m&F4}+C

Or F(2) = 0, ainsi 6 + C = 0 soit C = —6.
Donc la primitive sur |1;+ oo| de f qui s'annule en 2

est définie par F(x) = %Xz +2x—2In(x—1)—6.

48b)



b) On pose u(x) = 5x, alors u'(x) = 5.

3
Ainsi, pour tout réel x, g(x) = < X u’(x)e”(""}.

Donc une primitive sur R de g est définie par
G<X)=Eeu(x) 3 5%

5 5
b) On pose u(x) = x* + 2x, alors u/(x) = 2x+ 2.
Ainsi, pour tout réel x, h(x) = 2 x u’(x)e"?.
Donc une primitive sur R de h est définie par

H(x) = 264 = 2eX+2x

$EL0 a) On pose u(x) = x* +1, alors u'(x) = 2x.

!
Ainsi, pour tout réel x, f(x) = il X M
2 Ju(x)

Donc une primitive sur R de f est définie par
F(x) = Exz u(x) = \/ﬁ

b) On pose u(x) = e>* 1L 4 alors u'(x) = 33,
u'(x

u(x)

Donc une primitive sur R de g est définie par

G(x) = 3x 2 Ju(x) = 63Je** + 4

Ainsi, pour tout réel x, g(x) = 3 x
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Exercice lll
C.estcelledef’, C,estcelle def et C; estcelle de F: pour le voir, on peut raisonner par élimination.....

Si C1 était la courbe de f, aucune (en vertu du principe de Lagrange) des deux courbes restantes ne
respecteraient pas sur des intervalles adéquats le signe de la dérivée de f.

Idem, C3 ne peut pas étre celle de f.

Exercice IV

&/1 festlafonction définie sur R par f(x) = 2e~'* — 2.
Ainsi, pour tout réel x, f'(x) = —14e~ %,

Donc, pour tout réel x,
fl(x)+7f(x)+14=—14e "+ 727" —2)+14=0.

Ainsi f est solution sur R de I'équation différentielle
Y 4+7y+14=0.



&-£) a) Pour tout réel x, g(x) = ¢ avec c €R, donc
g'(x) = 0. g est solution de (E) si, et seulement si,

g = —3g + 4, cest-a-dire 0 = —3c + 4 soit ¢ = %

b) fest solution de (E) si, et seulement si, f" = —3f + 4,

Or g’ = —3g + 4. Ainsi, fest solution de (E) si, et seu-
lement si, fl'—qg' =—-3(f — g) c'est-a-dire
(f —g) = —3(f — g). Autrement dit, f est solution de
(E) si, et seulement si, f —g est solution de I'équa-
tion différentielle y/ = —3.

c) f est solution de (E) si, et seulement si, pour tout
réel x, f(x)—g(x) = ke 3* ou k est un nombre réel,

4
C'est-a-dire f(x) = ke > + 3

Les solutions sur R de [équation différentielle
y=-3y+4 sont  donc les  fonctions

X — ke_g"‘—#i définies sur R ou k est un nombre
réel.
d) f est solution sur R de l'équation différentielle

¥ = —3y+ 4 doncil existe un nombre réel k tel que

F() = ke_3x+%.
4 4

Or f(—1)= 0, ainsi ke> +§ = 0 soit k = —Ee_g’.

Donc la solution sur R de léquation différentielle
¥ = —3y+4 quivérifie f(—1)= 0 est la fonction f
définie sur R par

4 4 33y

f(x) = A3 +—-=——€ + :
3 3 3 3



&) Les solutions sur R de I'équation différentielle
—5
¥ =7y—5 sont les fonctions x s ke’* — — soit

5 .. . . ,
x— ke'* + ; définies sur R ou k est un nombre réel.

f est solution sur R de Iéquation différentielle
y =7y—5 donc il existe un nombre réel k tel que

5
f(x) = ke’* + =,
7
5
Or f(—2)=-3, ainsi ke ' 4 - = —3  soit
k— 2614
7

Donc la solution sur R de 'équation différentielle
¥ =7y—5 qui vérifie f(—2) = —3 est la fonction f
définie sur R par

26 5 26 5
f(X) — __e14e7x +2= __e'l4—|—7x + =,
7 7 7 7
&30 f est solution sur R de Iéquation différentielle
—2y +11y=4 donc, pour tout réel x
—2f'(x) + 11f(x) = 4. Donc —2f'(=1) +11f(—-1) = 4.
Or f'(—=1)=1, ainsi —2+11f(-1) =4
6
soit f(—1) = —.
(==
Les solutions sur R de Iéquation différentielle

-2y +11y=4 soit y = g)f— 2 sont les fonctions
i, 1

_ —X
X +— ke? T soit x+— ke? +ﬁ définies sur R

2
ou k est un nombre réel.
f est solution sur R de l'équation différentielle

—2y +11y= 4 donc il existe un nombre réel k tel

H, 4
que f(x)=ke? + "
1 1
Or f(—1)=£, ainsi ke ? —}—izE soit k = iez.
11 11 11 11
Donc la solution sur R de l'équation différentielle
—2y +11y = 4 qui vérifie f'(—1) =1 est la fonction
1.1
+—x 4

f définie sur R par f(x) = %e? 27 4 e



Exercice V

0) g(0)=1 car initialement il y a un million de foyers avec écran plat.

1 1 ! z'
1. a. z=— < y—. zestdérivable etz’:—lzz—y’z2 < y'=-—=.0Onadonc:
y z Y z
L o—y Z 1 1(10 1) 1 .1
= — YY) = ——S=—-|10-—| = ' =——z+—.
Y =507 ¥ z2 20z z 2720

. _ 1
b. Une solution constante évidente de E; est z = To’

1 x
Les solutions de I'équation différentielle z’' = — Ez sont les fonctions x — Ke™ Z.

Les solutions de I'équation E; sont donc les fonctions

xX— z(x) = Ke % +—.
10

Les solutions de (E) sont donc les fonctions x —

2. gestune solution de (E) telle que g(0) =1 < —T = 1]

9
1=K+0,1 &< K=0,9=—.
10

Finalement g(x) = =

—
| -
| =

10x9x(—1)e 7 45¢-3%

> = > Cette dérivée ne comportant que des termes
X X
(ge—f + 1) (ge—i + 1)
positifs est positive : la fonction g est donc croissante sur [0 ; +ool.
4. Ona lim e 7 = 0, donc lim g(x)=10.
X—+00 X—+00

Ceci signifie qu’a long terme le nombre de foyers équipés de téléviseurs a écran plat va se
rapprocher de 10 millions.

10 x
5. Il faut résoudre I'inéquation g(x) >5 < ———>5 = 2>9% 2 +1 < 1>9 7 —
9e 2 +1
1 x
3 >e 2 < —In9> —% = % >In9 < x> 2In9 soit environ 4,3 ansouen5ansal an

pres soit en 2010.

Exercice VI

1. Soit f(x) = k une fonction constante définie sur R solution de (Ep).
Onadonc f' = f soit 0 = k.
Lunique fonction constante solution de I'équation différentielle (Ey) est donc la
fonction nulle.

2. Les solutions de I'équation différentielle (Ep) sont les fonctions de la forme

f(x) =Ce"* avec C e R.



3. Pourtoutréel xona: Hh'(x)=—-2sin(x)+ cos(x).
D’autre part: h(x) —cos(x) —3sin(x) = 2cos(x) + sin(x) — cos(x) —3sin(x) =
cos(x) —2sin(x)
d’ol1 pour tout réel x, h'(x) = h(x) — cos(x) —3sin(x), c’est a dire, h est solution
de I'équation différentielle (E).
4. Supposons que f soit une solution de (E).
Pour tout réel x on a:
(f-h'(x=f'x)-hx) = (f-h)'(x) = f(x) —cos(x) —3sin(x) — (h(x) — cos(x) — 3sin(x))
car f et h sont solutions de (E)
— (f —h)'(x) = f(x) — cos(x) — 3sin(x) — h(x) + cos(x) + 3sin(x)
= (f ) () = f(x) = h(x) = (f -~ W) (x)
Donc f — h est solution de (Ejp)
Réciproquement : supposons que f — h soit solution de (Ej)
Onadonc (f — h)'(x) = f(x) — h(x) soit f'(x)—h'(x) = f(x) — h(x)

D'out: f'(x) = f(x) — h(x) + h'(x) = f(x) — h(x) + h(x) — cos(x) — 3sin(x) car h est
solution de (E)

Donc: f’(x) = f(x) —cos(x) —3sin(x) c’est a dire f est solution de (E).
Conclusion : f est solution de (E) si et seulement si f — h est solution de (Ej).
5. Onadonc f(x)— h(x) =Ce* avec CeR
Toutes les solutions de I'équation différentielle (E) sont donc les fonctions

f(x) =Ce"* +2cos(x)+sin(x) avec CeR

6. g estsolution de I'équation différentielle (E) donc il existe un réel C tel que
g(x) = Ce"* + 2 cos(x) +sin(x).
De plus g(0) =0 donc g(0) = Ce? +2cos(0) +sin(0) = 0.
DouCx1+42x1+40=0<=C=-2

Onadonc: g(x)=-2e*+2cos(x)+sin(x).



