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Chapitre XI                          Somme de variables aléatoires et loi des grands nombres 

I-Rappels 

L'espérance mathématique (on dit simplement espérance) X

la valeur moyenne X X

X X

 X p1x1 pnxn ∑ 𝑝𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=0 

jeu équitable espérance

nulle

Définition 

 

V(X) = 𝑝1(𝑥1 − 𝐸(𝑋))
2

+ ⋯ … . . +𝑝𝑛(𝑥𝑛 − 𝐸(𝑋))
2

= ∑ 𝑝𝑖(𝑥𝑖 − 𝐸(𝑋))²𝑛
𝑖=1 .  

 𝜎(𝑋), où 𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) . 

 

 

 

xi 

p x
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II- Opérations algébriques sur les variables aléatoires 

 

  

  

III- Somme de variables aléatoires 

 

 

-  

 

-  

s  p s ∑ 𝑝((𝑋 =𝑥𝑖+𝑦𝑗=𝐬 𝑥𝑖) ∩ (𝑌 = 𝑦𝑗))

  

xi yj  xi yj

 p xi ∩ (𝑌 = 𝑦𝑗)) = 𝑝(𝑋 = 𝑥𝑖) × 𝑝(𝑌 = 𝑦𝑗).
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lorsque X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes 

s  

p s ∑ 𝑝((𝑋 =𝑥𝑖+𝑦𝑗=𝐬 𝑥𝑖) ∩ (𝑌 = 𝑦𝑗)) ∑ 𝑝(𝑋 =𝑥𝑖+𝑦𝑗=𝐬 𝑥𝑖) × 𝑝(𝑌 = 𝑦𝑗)

 

Exemple 

 

a)  

 

b) 

c) 



Définition 

 

a a  

a  

a  

 

x

p xi


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Propriété de linéarité de l’espérance  

 a et b : 

a

a b

a b

Exemple :  

Remarques : 

 (𝑋𝑖)1≤𝑖≤𝑛 n  = ∑ 𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 ,                                           

  ∑ 𝐸(𝑋𝑖).𝑛
𝑖=1  

b 

Exercice 1 

 

 a b c d

  

Exercice 2 
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IV- Variables aléatoires indépendantes 

xi yj  xi yj

 p xi ∩ (𝑌 = 𝑦𝑗)) = 𝑝(𝑋 = 𝑥𝑖) × 𝑝(𝑌 = 𝑦𝑗).

Exemple 

   p ∩

Propriété de la variance de variables aléatoires indépendantes 

 a :

a

 

  

b 

b

a b

 𝜎(𝑎𝑋) = ⋯

𝜎(𝑋 + 𝑌) ≠  𝜎(𝑋) + 𝜎(𝑌)

Exercice 3 


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V- Retour à la loi binomiale 

n p  p

B n p  

 

 

𝝈(𝑿) = 

Preuve : 

  

Exercice 4 

  

VI- Echantillon 

Exemple 

 

Définition 

n 

n n    n

iid
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Exemple 

 

Somme d’un échantillon, moyenne d’un échantillon  

Définition 

   n n

n  n    n ∑ 𝑋𝑘
𝑛
𝑘=1

n   n
𝑆𝑛

𝑛
. 

Propriété de la somme et de la moyenne d’un échantillon 

n n

n

𝑺𝒏

𝒏
 

n)=                               E( n  

V( n)=                               V( n)= 

 

𝜎(S𝑛) = 𝜎(M𝑛) =

Preuve : 

  

Exercice 6 
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

Exercice 7 

 

VII- Inégalités célèbres en probabilités 

A- Inégalité de Bienaymé-Tchebytchev 

 X  E(X  V(X). 

 𝛿   𝑝(|𝑋 − 𝐸(𝑋)|) ≥ 𝛿) ≤
𝑉(𝑋)

𝛿²
.  

Preuve :  

 𝛿 > 0.  X(Ω) = {𝑥1; 𝑥2; … … . . ; 𝑥𝑛}  X. 

 xi  X(Ω)  : |𝑥𝑖 − 𝐸(𝑋)|) ≥ 𝛿. 

 : V(X)=∑ 𝑝(𝑋 =𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖)(𝑥𝑖 − 𝐸(𝑋))

2
. 
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 X(Ω)=A∪ 𝐴̅. 

 V(X)= ∑ 𝑝(𝑋 = 𝑥𝑖𝑖∈𝐴 )(𝑥𝑖 − 𝐸(𝑋))
2
+∑ 𝑝(𝑋 = 𝑥𝑖)(𝑥𝑖 − 𝐸(𝑋))²𝑖∈𝐴̅ . 

, V(X)  (p(X=𝑥𝑖) ≥ 0  

(𝑥𝑖 − 𝐸(𝑋))
2

0)),  V(X) 

 V(X)  ∑ 𝑝(𝑋 = 𝑥𝑖𝑖∈𝐴 )(𝑥𝑖 − 𝐸(𝑋))
2
. 

 i appartenant à A, |𝑥𝑖 − E(X)|) ≥ δ>0, 

  (|𝑥𝑖 − E(X)|)² ≥ δ². 

 w, |𝑤|2 = 𝑤²,  : (𝑥𝑖 − 𝐸(𝑋))² ≥ δ²,  

p(X=𝑥𝑖) ≥ 0, on a ∶   𝑝(𝑋 ≥ 𝑥𝑖) (𝑥𝑖 − 𝐸(𝑋))² ≥ 𝑝(𝑋 ≥ 𝑥𝑖)δ². 

  V(X)  ∑ 𝑝(𝑋 = 𝑥𝑖𝑖∈𝐴 )δ2. 

δ2  i 

 δ2,    

V(X) δ2 ∑ 𝑝(𝑋 = 𝑥𝑖𝑖∈𝐴 ). 

∶  ∑ 𝑝(𝑋 = 𝑥𝑖𝑖∈𝐴 )= p(A). 

 V(X) δ2𝑝(𝐴), donc 𝑝(𝐴) ≤
𝑉(𝑋)

𝛿²
 p |𝑋 − 𝐸(𝑋)|) ≥ 𝛿) ≤

𝑉(𝑋)

𝛿²
 

 

 

 



 
𝑉(𝑋)

𝛿²

𝛿 ≥ 𝜎(𝑋)   

Exercice 8  
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B- Inégalité de concentration 

n n

n    n i

n
𝑆𝑛

𝑛
 

 𝛿   𝑝(|M𝑛 − 𝐸(X)| ≥ 𝛿) ≤
𝑉(𝑋)

𝑛𝛿²
. (appelée 

inégalité de concentration). 

Preuve :  Mn, 

  E(Mn)=E(X)  V(Mn) = 
1

𝑛
𝑉(𝑋). 
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Exemple d’utilisation(important) 

  

C- Loi faible des grands nombres 

n n

n
𝑆𝑛

𝑛
 

 𝛿  lim
𝑛→+∞

𝑝(|M𝑛 − 𝐸(X)| ≥ 𝛿) = 0  

Justification et interprétation : 

Exercice 9 

 

  

Exercice 10 

 

 



12 
 

 

Exercice final (partie d’exercice, Métropole 2024) 

1. 

  

2.

 


